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具有时滞的肿瘤免疫模型的稳定性与 Ｈｏｐｆ分支
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摘　要：考虑了一类带有时滞和扩散现象的肿瘤免疫模型，主要分析了模型边界平衡态解与正平衡态解的稳定
性和发自正平衡态解处Ｈｏｐｆ分支的存在性。研究结果表明：时滞会破坏模型正平衡态的稳定性并导致模型出现

Ｈｏｐｆ分支。
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　　肿瘤是生物体器官局部组织的细胞在生长过程中失去了生长的正常调控或受病毒感染而发生的以细胞
异常增生、过度增殖为主要特点的新生物。临床医生和肿瘤学家认为，肿瘤细胞生长、增殖、转运和免疫

应答具有不可预测的动态，因此，人们在治疗癌症方面遇到了许多困难。近三、四十年来，数学模型已逐

步成为人们认识复杂的肿瘤系统的重要工具。自从Ｓｔｅｐａｎｏｖａ［１］提出经典的肿瘤免疫模型以来，各种肿瘤免
疫模型相继被建立并取得了许多有价值的研究成果［２－１２］，这些成果对恶性肿瘤的研究具有重要的理论与临

床意义。最近，文献 ［１３］中研究了一类具有时滞和扩散项的生物模型，研究结果表明：物种的扩散行为
会影响系统的稳定性，扩散和时滞的结合可以导致并加剧系统的不稳定性。由于生物体本身具有免疫功

能，生物体内的免疫细胞能够识别并消除肿瘤细胞，文献 ［１４］中研究了一类具有时滞的肿瘤免疫模型，
结果表明：时滞会影响系统的稳定性，适当调节时滞参数可以控制恶性肿瘤的生长。事实上，由于生物体

的免疫系统在识别非自身细胞后需要一定的时间来产生合适的免疫反应，因此，在研究肿瘤问题时将时滞

因素引入到具体的数学模型中是合理的。同时，从生物学角度来看，肿瘤细胞与免疫细胞的生长、相互作

用不仅与时间有关，也会受到空间因素的影响与制约。受文献 ［１３－１４］中扩散、时滞可以导致并加剧系
统的不稳定性结果的启发，本文引入并研究具有时滞的肿瘤免疫反应扩散系统：　　　　　　　
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ｕｔ＝Ｄ１ｕｘｘ＋ｒｕ１－
ｕ( )Ｋ －α１ｕｖ，　　　　　　　　　　　　　ｘ∈（０，π），ｔ≥０，

ｖｔ＝Ｄ２ｖｘｘ＋βｖｕ（ｘ，ｔ－τ）－ｄｖ－α２ｕｖ， ｘ∈（０，π），ｔ≥０，

ｕｘ（０，ｔ）＝ｕｘ（π，ｔ）＝ｖｘ（０，ｔ）＝ｖｘ（π，ｔ）＝０， ｔ≥０，

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｔ）≥０，０，ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ０（ｘ，ｔ）≥０，０， ｘ∈［０，π］，ｔ∈［－τ，０













］

（１）

其中ｕ，ｖ分别表示肿瘤细胞数和免疫细胞的数量，Ｄ１和Ｄ２分别为ｕ，ｖ的扩散率，τ为时滞参数，ｒ为肿瘤细
胞的自然生长率，Ｋ表示环境最大承载能力，ｄ是免疫细胞的自然死亡率，α１表示受免疫细胞攻击而减少的
肿瘤细胞的死亡率，α２表示与肿瘤细胞作用而消亡的免疫细胞的死亡率，β为免疫细胞的活化率，反应项
βｖｕ（ｘ，ｔ－τ）表示在肿瘤细胞的刺激下免疫细胞能够被激活、从而产生合适的免疫反应在时间上会有延
迟。系统中所有参数均为正数。

１　边界平衡态解的稳定性
显然，（ｘ，ｔ）∈（０，π）×（０，∞），系统 （１）存在边界平衡态解（Ｋ，０）。
定理１　当ｄ＞Ｋβ时，边界平衡态解（Ｋ，０）是全局渐近稳定的。
证明　设 ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ( )）Ｔ满足系统 （１）。由于ｕ０（ｘ，ｔ）≥０，０，于是，由系统 （１）的第一个方程

与极值原理知ｕ（ｘ，ｔ）＞０，（ｘ，ｔ）∈（０，π）×（０，∞）。设ｗ是问题

ｗ′（ｔ）＝ｒｗ１－ｗ( )Ｋ ，ｔ＞０
ｗ（ｔ）＝ｍａｘ｛Ｋ，ｍａｘｕ０（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈［０，π］×［－τ，０

{
］｝

的解，则ｗ满足 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｗ（ｔ）＝Ｋ（注意：ｗ＝Ｋ是该问题中方程的唯一正常数解）。同时，ｕ（ｘ，ｔ）满足

　　　　　

ｕｔ－Ｄ１ｕｘｘ≤ｒｕ１－
ｕ( )Ｋ ，　　　　　　　　　　　ｘ∈（０，π），ｔ≥０，

ｕｘ（０，ｔ）＝ｕｘ（π，ｔ）＝０，　　　　　　 ｔ≥０，

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｔ）≥０，ｘ∈［０，π］， ｔ∈［－τ，０










］

由比较原理知ｕ（ｘ，ｔ）≤ｗ（ｔ），ｘ∈［０，π］，ｔ≥０。于是有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｍａｘ
ｘ∈［０，π］

ｕ（ｘ，ｔ）≤ ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｗ（ｔ）＝Ｋ， ｘ∈［０，π］

　　这样，对充分小的正数ε，存在ｔ１ ＝ｔ１（ε）１使得ｕ（ｘ，ｔ）≤Ｋ＋ε，ｘ∈［０，π］，ｔ≥ｔ１。于是，当ｔ≥
ｔ１时，有ｕ（ｘ，ｔ）≤ｍａｘ｛Ｋ，ｍａｘｕ０（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈［０，π］×［－τ，０］｝。这样，由系统 （１）的第二个方程知
ｖ（ｘ，ｔ）满足

　　　　　　
ｖｔ－Ｄ２ｖｘｘ≤（Ｋβ－ｄ）ｖ，　　　　　　ｘ∈（０，π），ｔ＞ｔ１，

ｖｘ（０，ｔ）＝ｖｘ（π，ｔ）＝０， ｔ＞ｔ１， ｖ（ｘ，ｔ）＞０，ｘ∈［０，π］，ｔ＝ｔ{
１

　　这说明ｖ（ｘ，ｔ）是问题

　　　　　　　
ｚｔ－Ｄ２ｚｘｘ ＝（Ｋβ－ｄ）ｚ，　　　　　　　ｘ∈（０，π），ｔ＞ｔ１，

ｚｘ（０，ｔ）＝ｚｘ（π，ｔ）＝０，

ｚ＝ｍａｘｖ（ｘ，ｔ）＞０， ｘ∈［０，π］，ｔ＝ｔ
{

１

的下解。易知函数Ｃｅ（Ｋβ－ｄ）ｔ是该问题的上解，其中 Ｃ满足 Ｃ＞ｍａｘｖ（ｘ，ｔ１），ｘ∈ ［０，π］。于是，ｖ（ｘ，ｔ）≤
Ｃｅ（Ｋβ－ｄ）ｔ，ｘ∈［０，π］，ｔ＞ｔ１。由于ｄ＞Ｋβ，因此有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｍａｘ
ｘ∈［０，π］

ｖ（ｘ，ｔ）≤ ｌｉｍ
ｔ→＋∞
Ｃｅ（Ｋβ－ｄ）ｔ＝０， ｘ∈［０，π］

　　现在说明 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｕ（ｘ，ｔ）＝Ｋ，ｘ∈［０，π］。对某个充分大的ｔ２ ＞０，设φ（ｔ）是问题

　　　　　　
φ′（ｔ）＝ｒφ１－φ( )Ｋ －α１Ｃｅ（Ｋβ－ｄ）ｔφ，　　　 ｔ＞ｔ２，
φ（ｔ）＝ｍｉｎ｛Ｋ，ｍｉｎｕ（ｘ，ｔ），ｘ∈［０，π］，ｔ＝ｔ２

{
｝

９２
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的解。那么，对充分大的ｔ２，φ（ｔ）≡Ｋ是满足该问题中方程的唯一正解，并且ｕ（ｘ，ｔ）满足

　　　　　　

ｕｔ－Ｄ１ｕｘｘ≥ｒｕ１－
ｕ( )Ｋ －α１Ｃｅ（Ｋβ－ｄ）ｔｕ，　　　　 ｘ∈（０，π），ｔ＞ｔ２，

ｕｘ（０，ｔ）＝ｕｘ（π，ｔ）＝０，　　　　 ｔ＞ｔ２，

ｕ（ｘ，ｔ）＞０， ｘ∈［０，π］， ｔ＝ｔ










２

这样，由比较原理知ｘ∈［０，π］，ｔ≥ｔ２，ｕ（ｘ，ｔ）≥φ（ｔ）。因此ｌｉｍｉｎｆｔ→＋∞
ｍｉｎ
ｘ∈［０，π］

ｕ（ｘ，ｔ）≥ ｌｉｍ
ｔ→＋∞
φ（ｔ）＝Ｋ。

结合前面结果就有 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｕ（ｘ，ｔ）＝Ｋ，ｘ∈［０，π］。于是，在定理条件下有

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
（ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ））Ｔ ＝（Ｋ，０）Ｔ，ｘ∈［０，π］

即边界平衡态解（Ｋ，０）是全局渐近稳定的。证毕。

２　正平衡态解的稳定性及发自正平衡态解处的Ｈｏｐｆ分支的存在性
本节研究时滞对系统 （１）的正平衡态解的稳定性的影响以及时滞诱导的分支情形。当ｄ＜Ｋ（β－α２）

成立时，系统 （１）存在正平衡点Ｅ ＝（ｕ，ｖ）Ｔ ＝ ｄ
β－α２

，
ｒ
α１
１－ ｄ
Ｋ（β－α２

( )( )）
Ｔ

。

设

Ｕ（ｘ，ｔ）＝（ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ））Ｔ∈Χ＝｛（ｕ，ｖ）Ｔ：ｕ，ｖ∈Ｗ２，２（０，π），ｕｘ ＝ｖｘ ＝０，ｘ＝０，π｝
记Ｃτ＝Ｃ（［－τ，０］，Ｘ）（τ＞０）。做变量替换珟Ｕ（ｘ，ｔ）＝Ｕ（ｘ，ｔ）－Ｅ

。为方便起见，将珟Ｕ（ｘ，ｔ）仍记作
Ｕ（ｘ，ｔ），则系统 （１）的前两个方程可写为

　　　　　　　　　　Ｕｔ＝ＤＵｘｘ＋Ａ０Ｕ＋Ａ１Ｕ（ｘ，ｔ－τ）＋Ｇ（Ｕ）　　　　　　　　　 （２）
其中Ｄ＝ｄｉａｇ（Ｄ１，Ｄ２），

Ａ０ ＝
－ｒｕ



Ｋ －α１ｕ

－
α２ｒ
α１
１－ｕ

( )Ｋ











０
，Ａ１ ＝

０ ０
βｒ
α１
１－ｕ

( )Ｋ








０
，Ｇ（Ｕ）＝

－ｒＫｕ
２－α１ｕｖ

βｖｕ（ｘ，ｔ－τ）－α２









ｕｖ

众所周知，一维Ｌａｐｌａｃｅ算子在Ｘ上的特征值为 －ｋ２，ｋ＝０，１，２，…，相应的特征向量记为

β１ｋ ＝
ｃｏｓｋｘ( )０

，β２ｋ ＝
０
ｃｏｓ( )ｋｘ，ｋ＝０，１，２，…

且 ｛β１ｋ，β
２
ｋ｝
∞
ｋ＝０构成空间Ｘ的基底。记Ｌ（Ｕ）＝Ａ０Ｕ＋Ａ１Ｕ（ｘ，ｔ－τ），则方程 （２）相应的线性化方程为Ｕｔ＝

ＤＵｘｘ＋Ｌ（Ｕ），线性方程所对应的特征方程为λｙ－Ｄｙｘｘ－Ｌｅλ·( )ｙ＝０，ｙ∈Ｘ，ｙ０。这样，对ｙ∈Ｘ，有

ｙ＝∑
∞

ｋ＝０
ＹＴｋ
β１ｋ
β２( )
ｋ

，ＹＴｋ ＝（［ｙ，β
１
ｋ］，［ｙ，β

２
ｋ］）

Ｔ

　　对φ＝（φ１，φ２）
Ｔ∈Ｘ，简单计算表明

ＬφＴ
β１ｋ
β２( )( )
ｋ

＝Ｌ（φ）Ｔ
β１ｋ
β２( )
ｋ

，ｋ＝０，１，２，…

　　于是，特征方程可写成

∑
∞

ｋ＝０
ＹＴｋ （λＩ＋Ｄｋ

２）－
－ｒｕ



Ｋ －α１ｕ

－α２ｖ ＋βｖｅ
－λτ

















０

β１ｋ
β２( )
ｋ

＝０

　　从而，特征方程等价于方程：
λ２＋Ａｋλ＋Ｂｋ＋Ｃｋｅ

－λτ ＝０，ｋ＝０，１，２，… （３）
其中

Ａｋ ＝ Ｄ１＋Ｄ( )
２ ｋ

２＋ｒｕ


Ｋ，Ｂｋ ＝Ｄ１Ｄ２ｋ
４＋ｒｕ



ＫＤ２ｋ
２－α２ｒｕ １－

ｕ( )Ｋ ，Ｃｋ ＝βｒｕ １－ｕ
( )Ｋ （４）

０３
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　　定理２　当τ＝０时，系统 （１）的正平衡点Ｅ 是局部渐近稳定的。
证明　当τ＝０时，特征方程 （３）变为λ２＋Ａｋλ＋Ｂｋ＋Ｃｋ ＝０。这时，

Ａｋ ＝ Ｄ１＋Ｄ( )
２ ｋ

２＋ｒｕ


Ｋ ＞０，Ｂｋ＋Ｃｋ ＝Ｄ１Ｄ２ｋ
４＋ｒｕ



ＫＤ２ｋ
２＋ｒ（β－α２）ｕ １－

ｕ( )Ｋ ＞０

设特征方程的两个根为λ１，λ２，则λ１＋λ２＝－Ａｋ，λ１λ２＝Ｂｋ＋Ｃｋ。此时，方程的两个根都具有负实部，
所以系统 （１）的正平衡点是局部渐近稳定的。证毕。

固定参数ｒ，Ｋ，α１，α２，β，ｄ，记

ｋ＋＝
－ｒｕ



ＫＤ２＋ －ｒｕ


ＫＤ( )２ ２
＋４ｒＤ１Ｄ２ β＋α( )

２ ｕ
 １－ｕ

( )槡 Ｋ
２Ｄ１Ｄ槡 ２

（５）

　　Ｔ＝｛ｋ ∈ ０，ｋ[ ]＋ 当ｋ＝ｋ 时，方程（Ａ２ｋ－２Ｂｋ）ｚ＋ｚ
２＋Ｂ２ｋ－Ｃ

２
ｋ ＝０有正根｝

由于ｋ＋≥０，因此集合Τ非空。再记

ω＋ｋ ＝
－（Ａ２ｋ－２Ｂｋ）＋ （Ａ２ｋ－２Ｂｋ）

２－４（Ｂ２ｋ－Ｃ
２
ｋ槡 ）

槡 ２ ，τ＋ｋｊ＝τ
＋
ｋ０＋
２ｊπ
ω＋ｋ
，ｋ∈Ｔ，ｊ＝０，１，２，…

其中τ＋ｋ０ ＝
ａｒｃｃｏｓω

＋
ｋ
２－Ｂｋ
Ｃ( )
ｋ

ω＋ｋ
。同时记τ ＝ｍｉｎ｛τ

＋
ｋ０：ｋ∈Ｔ｝。

定理３
（ｉ）若ｋ＞ｋ＋，则对τ≥０，正平衡态Ｅ 是局部渐近稳定的。
（ｉｉ）若ｋ∈Ｔ，则当τ∈［０，τ）时，Ｅ

 是局部渐近稳定的；当τ＞τ 时，Ｅ
 是不稳定的。

（ｉｉｉ）若ｋ∈Ｔ，则当τ＝τ＋ｋｊ（ｊ＝０，１，２，…）时，系统 （１）在正平衡态Ｅ 处出现Ｈｏｐｆ分支。
证明　根据Ｈｏｐｆ分支产生的条件，不妨设 ±ｉω（ω＞０）是特征方程 （３）的一对纯虚根，将其代入特

征方程 （３）中得
－ω２＋ｉＡｋω＋Ｂｋ＋Ｃｋｅ

－ｉωτ ＝０
　　分离实部和虚部可得

Ｃｋｃｏｓωτ＝ω
２－Ｂｋ，Ｃｋｓｉｎωτ＝Ａｋω （６）

计算可得

ω４＋（Ａ２ｋ－２Ｂｋ）ω
２＋Ｂ２ｋ－Ｃ

２
ｋ ＝０ （７）

　　令ｚ＝ω２，上式变为
ｚ２＋（Ａ２ｋ－２Ｂｋ）ｚ＋Ｂ

２
ｋ－Ｃ

２
ｋ ＝０ （８）

其中Ａｋ，Ｂｋ，Ｃｋ（ｋ＝０，１，２，…）由 （４）式给出。

显然，Ｂｋ＋Ｃｋ＞０恒成立，Ｂｋ－Ｃｋ＝Ｄ１Ｄ２ｋ
４＋ｒｕ



ＫＤ２ｋ
２－ｒ（β＋α２）ｕ １－

ｕ( )Ｋ ＞０当且仅当ｋ＞ｋ＋。

　　设方程 （８）的两个根为ｚ１，ｚ２，由于对ｋ≥０，有

Ａ２ｋ－２Ｂｋ ＝（Ｄ
２
１＋Ｄ

２
２）ｋ

４＋２Ｄ１
ｒｕ
Ｋｋ

２＋ ｒｕ( )Ｋ
２
＋２α２ｒｕ １－

ｕ( )Ｋ ＞０

　　因此，ｚ１＋ｚ２ ＝－（Ａ
２
ｋ－２Ｂｋ）＜０。

当ｋ＞ｋ＋时，ｚ１ｚ２ ＝Ｂ
２
ｋ－Ｃ

２
ｋ ＞０，方程 （８）没有正根。当０≤ｋ＜ｋ＋时，ｚ１ｚ２ ＝Ｂ

２
ｋ－Ｃ

２
ｋ ＜０，方程

（８）有唯一的正根

ｚ＋ｋ ＝
－（Ａ２ｋ－２Ｂｋ）＋ （Ａ２ｋ－２Ｂｋ）

２－４（Ｂ２ｋ－Ｃ
２
ｋ槡 ）

２

　　此时，方程 （７）有唯一正根ω＋ｋ ＝ ｚ＋槡ｋ。由方程 （６）解得τ＋ｋｊ＝τ
＋
ｋ０＋
２ｊπ
ω＋ｋ
，ｋ∈Ｔ，ｊ＝０，１，２，…。于是，

对ｋ∈Ｔ，（ω＋ｋ，τ
＋
ｋｊ）是方程 （６）的一个解，即 ±ｉω＋ｋ是方程 （３）当τ＝τ＋ｋｊ时的一对纯虚根。显然，当τ≠

１３
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τ＋ｋｊ时方程 （３）没有纯虚根，结合定理２以及文献 ［１５］中的结果知，特征方程 （３）的所有根都具有负
实部。

　　令λ（τ）＝α（τ）＋ｉω（τ）是方程 （８）的一个根，其中α（τ＋ｋｊ）＝０，ω（τ
＋
ｋｊ）＝ω

＋
ｋ。将λ（τ）代入方

程 （３）且对τ求导可得ｄλｄτ
＝

Ｃｋλｅ
－λτ

２λ＋Ａｋ－Ｃｋτｅ
－λτ，进而

ｄλ
ｄ( )τ

－１
＝
２λ＋Ａｋ
Ｃｋλｅ

－λτ－
τ
λ
。由方程（５）－（６）得

　　　Ｒｅ ｄλ
ｄ( )τ

－１

τ＝τ＋( )ｋｊ ＝Ｒｅ ２λ＋ＡｋＣｋλｅ
－λτ －

τ( )λ ＝Ｒｅ ｉω（２ｉω＋Ａｋ）（ｃｏｓωτ＋ｉｓｉｎωτ）
－Ｃｋω

( )２
τ＝τ＋ｋｊ

＝ －２ω２ｃｏｓωτ－ωＡｋｓｉｎωτ
－Ｃｋω

( )２
τ＝τ＋ｋｊ

２ｃｏｓωτ＋
Ａｋ
ω
ｓｉｎωτ

Ｃ









ｋ τ＝τ＋ｋｊ

＝
２ω＋ｋ

２＋Ａ２ｋ－２Ｂｋ
Ｃ２ｋ

＝
（Ａ２ｋ－２Ｂｋ）

２－４（Ｂ２ｋ－Ｃ
２
ｋ槡 ）

Ｃ２ｋ

因此，如果（Ａ２ｋ－２Ｂｋ）
２－４（Ｂ２ｋ－Ｃ

２
ｋ）＝０，则Ｒｅ

ｄλ
ｄ( )τ

－１

τ＝τ＋( )ｋｊ ＝０，ｋ∈Τ，ｊ＝０，１，２，…；如果（Ａ２ｋ－
２Ｂｋ）

２－４（Ｂ２ｋ－Ｃ
２
ｋ）＞０，则Ｒｅ

ｄλ
ｄ( )τ

－１

τ＝τ＋( )ｋｊ ＞０，ｋ∈Τ，ｊ＝０，１，２，…；所以当ω＝ω＋ｋ，τ＝τ＋ｋｊ时出现
Ｈｏｐｆ分支。

综上分析可得，当ｋ＞ｋ＋时，对τ≥０，有Ａ２ｋ－２Ｂｋ＞０，Ｂ
２
ｋ－Ｃ

２
ｋ ＞０，方程 （８）所有的根都具有负

实部，这样，正平衡态Ｅ 是局部渐近稳定的。当ｋ∈Ｔ时，有Ａ２ｋ－２Ｂｋ＞０，（Ａ
２
ｋ－２Ｂｋ）

２－４（Ｂ２ｋ－Ｃ
２
ｋ）＞

０。如果τ∈［０，τ），则方程 （８）所有的根都具有负实部，这时Ｅ仍是局部渐近稳定的；如果τ＞τ，则
方程 （８）有一个实部为正的根。这时Ｅ是不稳定的。当ｋ∈Ｔ时，对τ＝τ＋ｋｊ，Ａ

２
ｋ－２Ｂｋ＞０，（Ａ

２
ｋ－２Ｂｋ）

２

－４（Ｂ２ｋ－Ｃ
２
ｋ）＞０，方程 （８）有一对纯虚根 ±ｉω＋ｋ，从而，系统 （１）在正平衡态Ｅ处出现Ｈｏｐｆ分支。证

毕。

３　结　论
本文研究了一类具有扩散和时滞的肿瘤免疫模型。研究结果显示，时滞对正平衡点的稳定性有着重要

的影响，正平衡点的渐近稳定性或不稳定性取决于时滞τ的大小，存在一个临界值τ，使得当τ＜τ 时，
正平衡点是稳定的；当τ＞τ 时，正平衡态是不稳定的，在正平衡点不稳时系统可能产生Ｈｏｐｆ分支解。
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